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Ñõåìû ñïåöèàëüíîãî øèðîêîâåùàòåëüíîãî øèôðîâàíèÿ

ÑÑØØ è èõ ïðèíöèïû

ÑÑØØ - ñõåìû ñïåöèàëüíîãî øèðîêîâåùàòåëüíîãî øèôðîâàíèÿ

Ñâîáîäíîå òèðàæèðîâàíèå äàííûõ â çàøèôðîâàííîì âèäå

Óíèêàëüíûé íàáîð êëþ÷åé ó ëåãàëüíîãî ïîëüçîâàòåëÿ

Âîçìîæíîñòü êîàëèöèîííîé àòàêè

Ñïèñî÷íûé äåêîäåð + "õîðîøèé"êîä
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Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå

Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå

Âîçìîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ çà ïðåäåëàìè êëàññè÷åñêîãî ðàäèóñà

äåêîäèðîâàíèÿ

Ðåçóëüòàò â âèäå ñïèñêà êîäîâûõ ñëîâ

Êîäîâîå ñëîâî, ñîîòâåòñòâóþùåå èñõîäíîìó ñîîáùåíèþ,

íàõîäèòñÿ â ñïèñêå
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c-TA êîäû

Êîàëèöèè è å¼ ïîòîìêè

Ïóñòü C � êîä. Êîàëèöèåé ðàçìåðà c áóäåì íàçûâàòü íàáîð èç c âåêòî-

ðîâ êîäà, òî åñòü C0 = {u(1), u(2), . . . , u(c)}, u(i) ∈ C .

Ïîòîìêàìè êîàëèöèè C0 íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî

desc(C0) = {(x1, x2, , . . . , xn) | xi ∈ {ui , u ∈ C0}}.
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c-TA êîäû

Îïðåäåëåíèå c-TA

Ìíîæåñòâî âñåõ êîàëèöèé êîäà C ðàçìåðà íå áîëüøå c îáîçíà÷èì coalc(C ).
Êîä C íàçûâàåòñÿ c − TA êîäîì, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀ v ∈ C ∀C0 ∈ coalc(C ) : v ∈ C \ C0

∀ω ∈ desc(C0) ∃y ∈ C0 → d(ω, y) < d(v , y)
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c-TA êîäû

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ ó êîäà c-TA - ñâîéñòâà

Òåîðåìà. (A. Silverberg, J. Staddon, J. L. Walker. Applications of List

Decoding to Tracing Traitors. Theorem 5)

Ïóñòü C � êîä, n � äëèíà êîäà C, d � ìèíèìàëüíîå êîäîâîå

ðàññòîÿíèå êîäà C. Åñëè êîä C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ d > n − n
c2

(c ∈ N, c ≥ 2), òî êîä C ÿâëÿåòñÿ ñ-TA êîäîì.

Ïðè÷¼ì, åñëè C0 ∈ coalc(C ) w ∈ desc(C0), òî
1) ∃ x ∈ C0 : d(x ,w) < n − n

c ,

2) ∀ x ∈ C : d(x ,w) < n − n
c → x ∈ C0
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c-TA êîäû

Êîä è äåêîäåð äëÿ ÑÑØØ

Ïóñòü C � êîä, n � åãî äëèíà, d � ìèíèìàëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü åñòü ñïèñî÷íûé äåêîäåð äëÿ C , èñïðàâëÿþùèé r îøèáîê.
Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ êîäà C è ñïèñî÷íîãî äåêîäåðà äëÿ

êîäà C â ÑÑØØ äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) d > n − n
c2

2) r > n − n
c
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Tom Høholdt, Jacobus H. van Lint and Ruud Pellikaan. Algebraic geometry
codes.

Zhuo Zhia Dai. The Algebraic Geometric Coding Theory.

Ñ.Ã. Âëýäóö, Ä.Þ.Íîãèí, Ì.À.Öôàñìàí. Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü k � ïîëå. Àôôèííîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k , òî÷-

êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íàáîðû

P = {x1, x2, . . . , xn}, xi ∈ k ,

áóäåì îáîçíà÷àòü An(k).
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå

Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ k .

Ïóñòü I ∈ k[x1, x2, . . . , xn] � ïðîñòîé ñîáñòâåííûé èäåàë.

Àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî:

X = X (I ) = {P = (x1, x2, . . . , xn) ∈ An(k) : g(x1, x2, . . . , xn) = 0∀g ∈ I}.

Íàáîðû P íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ìíîãîîáðàçèÿ.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Êîîðäèíàòíîå êîëüöî è ïîëå ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè

Ôàêòîðêîëüöî k[X ] = k[x1, x2, . . . , xn]/I íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì

êîëüöîì ìíîãîîáðàçèÿ X .

Ïîëå ÷àñòíûõ êîîðäèíàòíîãî êîëüöà íàçûâàåòñÿ ïîëåì ôóíêöèé

ìíîãîîáðàçèÿ X è îáîçíà÷àåòñÿ k(X ).
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïëîñêàÿ àôôèííàÿ êðèâàÿ

Ïóñòü f ∈ k[x , y ] � àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, òîãäà

< f >= {fh : h ∈ k[x , y ]} � ïðîñòîé èäåàë â k[x1, x2].

Ìíîãîîáðàçèå

C = C (f ) = {P = (x , y) ∈ A2(k) : g(x , y) = 0 ∀g ∈< f >}

íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé àôôèíîé êðèâîé.

Êàê íàì âåðíóòüñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïîëÿ k?
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òî÷êè âèäà

P = (x , y) ∈ C : x , y ∈ k.

Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ íàä

ïîëåì k òî÷åê íà êðèâîé C îáîçíà÷àåòñÿ C (k).

Ïîíÿòèÿ êîîððäèíàòíîãî êîëüöà è ïîëÿ ôóíêöèé ñóæàþòñÿ.

Êîîðäèíàòíûì êîëüöîì ïëîñêîé àôôèíîé êðèâîé C íàçîâ¼ì

k[C ] = k[x , y ]/ < f >,

à ïîëåì ôóíêöèé k(C ) � ïîëå ÷àñòíûõ k[C ].
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïðèìåð

f = y − x2,C = C (< f >), k = F2

Òî÷êè (0,0), (1,1) � ðàöèîíàëüíûå òî÷êè, à (α, α2) è (α2, 1) � íåðàöè-

îíàëüíûå òî÷êè.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïðîåêòèâíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k , òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
íàáîðû âèäà

Q = {y1 : y2 : y3 : · · · : yn + 1}, yi ∈ k ,

ãäå

1) íå âñå yi ðàâíû íóëþ

2) íàáîðû {λy1 : λy2 : λy3 : · · · : λyn + 1}, λ ∈ k , λ 6= 0 îïðåäåëÿþò îäíó

è òó æå òî÷êó

áóäåì îáîçíà÷àòü Pn(k).
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïëîñêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû èç k[X : Y : Z ].

Ïîíÿòèå êðèâîé è ìíîãîîáðàçèÿ ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî:

àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí → ïðîñòîé îäíîðîä-

íûé èäåàë→ êîîðäèíàòíîå êîëüöî→ ïîëå ÷àñòíûõ êîîðäèíàòíîãî êîëü-

öà.

Çàìå÷àíèå. Ïîëå ôóíêöèé íà ïðîåêòèâíîé êðèâîé çàäà¼òñÿ êàê ïîä-

êîëüöî ïîëÿ ÷àñòíûõ ñ îäíîðîäíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì îäè-

íàêîâîé ñòåïåíè.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïëîñêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ

Ëþáîé íåîäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí èç k[x , y ] ìîæíî "ïðîåêòèâèçîâàòü":

f ∈ k[x , y ] � íåîäíîðîäíûé ìíîãîë÷åí ñîîòâåòñòâóåò

F (X : Y : Z ) = Zd f (XZ ,
Y
Z ) ∈ k[X : Y : Z ], ãäå d = deg(f ).

Îäíîðîäíîìó ìíîãî÷ëåíó èç k[X : Y : Z ] ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ìíîãî÷ëåí èç k[x , y ]:
F (X : Y : Z ) = F (XZ : Y

Z
: 1), îáîçíà÷èì x = X

Z , y = Y
Z , òîãäà F

ñîîòâåòñâóåò F (x , y) ∈ k[x , y ].

Çàãóìåííîâ Ä.Â. (ÞÔÓ) Èññëåäîâàíèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ êàê êîäîâ çàùèòû îò êîïèðîâàíèÿ04.12.2015 21 / 53



Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïðèìåð

f = y − x2,C = C (< f >)
F = Z 2(Y /Z − X 2/Z 2) = YZ − X 2

Ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íàä F2 � òî÷êè (0 : 1 : 0), (1 : 1 : 1), (0 : 0 : 1).
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ëîêàëüíîå êîëüöî òî÷êè

Íàïîìíàíèå: êîîðäèíàòíûì êîëüöîì ïëîñêîé àôôèíîé êðèâîé C ÿâëÿ-

åòñÿ k[C ] = k[x , y ]/ < f >, à ïîëåì ôóíêöèé k(C ) � ïîëå ÷àñòíûõ k[C ].

Áóäåì ñ÷èòàòü g , h ∈ k(C ) îäèíàêîâûìè ýëåìåíòàìè ïîëÿ ðàöèîíàëü-

íûõ ôóíêöèé, åñëè èç g îáû÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìíîãî÷ëåíîâ ìîæ-

íî ïîëó÷èòü h, èñïîëüçóþ óñëîâèå f = 0.

Ïóñòü φ ∈ k(C ),P ∈ C . Ãîâîðÿò, ÷òî φ ðåãóëÿðíà â òî÷êå P , åñëè

∃g , h ∈ k(C ) : φ =
g

h
, h(P) 6= 0.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

f = y − x2,C = C (< f >)

Ôóíêöèÿ y
x = x = x

1 . Çíà÷èò,
y
x ðåãóëÿðíà â òî÷êå (0, 0).
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ëîêàëüíîå êîëüöî òî÷êè

Ïóñòü P ∈ X . Ëîêàëüíûì êîëüöîì òî÷êè P íàçûâàåòñÿ êîëüöî OP ,

ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, ðåãóëÿðíûõ â P , òî åñòü:

OP = {φ ∈ k(C ) : ∃ g , h ∈ k(C ) : φ =
g

h
, h(P) 6= 0}.

Òåîðåìà

Ëîêàëüíîå êîëüöî òî÷êè P èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë

MP . Îí ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ íà òî÷êå P çíà÷åíèå 0:

MP = {φ ∈ OP : φ(P) = 0}.

Çàãóìåííîâ Ä.Â. (ÞÔÓ) Èññëåäîâàíèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ êàê êîäîâ çàùèòû îò êîïèðîâàíèÿ04.12.2015 25 / 53



Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Íåîñîáûå òî÷êè è ãëàäêèå êðèâûå.

Òî÷êà P íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè ∀φ ∈ k(C )φ ∈ OP èëè φ−1 ∈ OP , â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà íàçûâàåòñÿ îñîáîé.

Àôôèííàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè íà íåé íåò îñîáûõ òî÷åê.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãëàäêèå êðèâûå.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ëîêàëüíûé ïàðàìåòð.

Òåîðåìà.

Òî÷êà P ∈ C íåîñîáà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàêñèìàëüíûé èäåàë

MP â ëîêàëüíîì êîëüöå òî÷êè P � ãëàâíûé, òî åñòü

∃t ∈MP : m = {ta : a ∈ OP}.

Åñëè P ∈ C � íåîñîáàÿ òî÷êà, òî òàêàÿ ôóíêöèÿ t ∈MP ,

÷òî MP = tOP , íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì â òî÷êå P .
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ëîêàëüíûé ïàðàìåòð.

Òåîðåìà.

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, P ∈ C , t � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð. Òîãäà

ëþáîé ýëåìåíò OP ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì â

âèäå utn, u ∈ OP \MP , n ∈ N.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå.

Ëþáîé ýëåìåíò φ ∈ OP ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì

â âèäå utn, u ∈ OP \MP , n ∈ N.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

ord : k(C )→ Z ∪∞,

çàäàííóþ ïî ïðàâèëó:

1) ordP(0) =∞ ∀P ∈ C
2) ordP(φ) = n, φ ∈ OP

3) ordP(φ) = −n, φ−1 ∈ OP .

Çàãóìåííîâ Ä.Â. (ÞÔÓ) Èññëåäîâàíèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ êàê êîäîâ çàùèòû îò êîïèðîâàíèÿ04.12.2015 29 / 53



Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèçíàê.

Ïóñòü f =
∑

ai ,jx
iy j , òîãäà fx =

∑
ai ,j ix

i−1y j , fy =
∑

ai ,j jx
iy j−1.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü F =
∑

ai ,j ,kX
iY jZ k , òîãäà FX =

∑
ai ,j ,k iX

i−1Y jZ k ,

FY =
∑

ai ,j jX
iY j−1Z k ,FZ =

∑
ai ,jkX

iY jZ k−1.

Òåîðåìà � äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèçíàê

Ïóñòü C - àôôèííàÿ êðèâàÿ, P = (a, b) ∈ C , òîãäà åñëè fy (P) 6= 0, òî
t = x − a ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì, à åñëè fx(P) 6= 0, òî
t = y − b ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì. Åñëè æå fx = fy = 0, òî P
ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ ôóíêöèé íà
ïðîåêòèâíîé êðèâîé

Ïóñòü C � ïëîñêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ ìíîãî÷ëåíîì

F (X : Y : Z ). Òî÷êà P ∈ C íàçûâàåòñÿ îñîáîé, åñëè

FX (P) = FY (P) = FZ (P),

èíà÷å íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé.

Ïóñòü P = (a : b : c) � íåîñîáàÿ òî÷êà íà ïðîåêòèâíîé êðèâîé C , òîãäà:

ord(a:b:c)(G (X : Y : Z )) = ord( a
c

: b
c

:1)(G (
X

Z
:
Y

Z
: 1)) = ord( a

c
, b
c

)(G (x , y)).

Çàãóìåííîâ Ä.Â. (ÞÔÓ) Èññëåäîâàíèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ êàê êîäîâ çàùèòû îò êîïèðîâàíèÿ04.12.2015 31 / 53



Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Äèâèçîðû

Ïóñòü � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ. Äèâèçîðîì D íà C íàçûâàåòñÿ

ôîðìàëüíàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà âèäà D =
∑

aPP , ãäå P � òî÷êè íà C ,
aP ∈ Z.

Åñëè äëÿ äèâèçîðà D =
∑

aPP âñå aP ≥ 0, òî D íàçûâàþò ýôôåêòèâ-

íûì äèâèçîðîì.

Ñòåïåíüþ äèâèçîðà degD íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
∑

aP .
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ãëàâíûé äèâèçîð ôóíêöèè

Ïóñòü � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ, φ ∈ k(C ), φ 6= 0. Ãëàâíûì äèâè-

çîðîì ôóíêöèè φ íàçûâàåòñÿ äèâèçîð

(φ) =
∑
P∈C

ordP(φ)P.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà-Ðîõà.

Ïóñòü D =
∑

aPP � äèâèçîð íà ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C , ïðî-
ñòðàíñòâîì ôóíêöèé Ðèìàíà-Ðîõà, àññîöèèðîâàííîãî ñ äèâèçîðîì D
íàçûâàåòñÿ

L(D) = {φ ∈ k(C ) \ {0} : (φ) + D ≥ 0} ∪ {0}.

Îíî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k .
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ðîä êðèâîé

Ôîðìóëà Ïëþêåðà

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ

ìíîãî÷ëåíîì F , ïóñòü deg(F ) � ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ðîäîì
êðèâîé C áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî

g =
(deg(F )− 1)(deg(F )− 2)

2

.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà

Òåîðåìà

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ ðîäà g , òîãäà ∀D � äèâèçîðà

íà êðèâîé C , òàêîãî, ÷òî deg(D) ≥ 2g − 1 ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà-Ðîõà

êîíå÷íîìåðíî, è

dim(L(D)) = deg(D)− g + 1

.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé êîä (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïóñòü X - ïëîñêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, òàêàÿ, ÷òî

ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ïîëÿ Ãàëóà Fq òî÷åê X (Fq) íåïó-
ñòî.

Ïóñòü P ⊂ X (Fq),P = {P1, . . . ,Pn}, |P| = n, D � âûáðàííûé íà X
äèâèçîð.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå EvP : L(D)→ Fq
n ïî ïðàâèëó

Ev(φ)P = {φ(P1), . . . , φ(Pn)}.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé êîä (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïîëó÷àåì êîä C = Im(L(D)) ⊂ Fq
n, áóäåì åãî îáîçíà÷àòü C .

Äèâèçîð D áóäåì íàçûâàòü äèâèçîðîì êîäà C .

Ïóñòü dim(L(D)) = m. Åñëè {φ1, φ2, . . . , φm} � áàçèñ â L(D), òî ìàòðèöà
φ1(P1) φ1(P2) · · · φ1(Pn)
φ2(P1) φ2(P2) · · · φ2(Pn)

...
...

. . .
...

φm(P1) φm(P2) · · · φm(Pn)


ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé êîä (L-êîíñòðóêöèÿ)

Òåîðåìà î ïàðàìåòðàõ êîäà

Ïóñòü X � êðèâàÿ ðîäà g , ïóñòü 2g − 1 ≤ degD = α < n = |P|. Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé êîä êîä C ÿâëÿåòñÿ

[n, k , d ]q-êîäîì, ãäå

k = α− g + 1, d ≥ d∗ = n − α.

Âåëè÷èíà d∗ = n− α íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì êîäà. Â

äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîäû ñ êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿ-

íèåì.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

Ïðèìåð

F = YZ − X 2, k = F7.

Q = (0 : 1 : 0) ∈ C . Âîçüì¼ì D = mQ.
Òîãäà ïîëó÷èì àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé:

1 1 1 · · · 1
0 1 2 · · · 6
0 1 22 · · · 62

...
...

. . .
...

0 1m 2m · · · 6m


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Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

1 Ñõåìû ñïåöèàëüíîãî øèðîêîâåùàòåëüíîãî øèôðîâàíèÿ

2 Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå

3 c-TA êîäû

4 Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

5 Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

6 Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (Ω - êîíñòðóêöèÿ)
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Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

Óñëîâèå c-TA

Òåîðåìà (A. Silverberg, J. Staddon, J. L. Walker. Applications of List

Decoding to Tracing Traitors. Theorem 6)

Ïóñòü n - äëèíà êîäà, k - ðàçìåðíîñòü êîäà, g - ðîä êðèâîé, íà

êîòîðîì îïðåäåë¼í êîä, D - äèâèçîð êîäà C , deg(D) = α ≥ 2g − 1.
Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé êîä C ÿâëÿåòñÿ ñ-TA êîäîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå:

c <

√
n

k + g − 1
(1)
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Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

Ñïèñî÷íûé äåêîäåð Ñóäàíà-Ãóðóñâàìè.

Òåîðåìà î ðàäèóñå ðàáîòû

Ïóñòü C - àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé êîä äëèíû n, D - äèâèçîð êîäà C ,
deg(D) = α ≥ 2g − 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ

(àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ Ñóäàíà-Ãóðóñâàìè) ýòîãî êîäà ñî

ñëîæíîñòüþ, ïîëèíîìèàëüíîé ïî n, èñïðàâëÿþùèé íå áîëåå r îøèáîê,
ãäå r < n −

√
n(k + g − 1).
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Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

Óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ äåêîäåðà. Ñëó÷àé 1.

Óòâåðæäåíèå 1.1

Ïóñòü
√
n(k + g − 1) /∈ N, òîãäà ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé ðàäèóñ

äåêîäåðà Ñóäàíà-Ãóðóñàìè ðàâåí r∗ = n − d
√

n(k + g − 1)e.

Óòâåðæäåíèå 1.2

Ïóñòü n - äëèíà êîäà, k - ðàçìåðíîñòü êîäà, g - ðîä êðèâîé, íà êîòîðîé

îïðåäåë¼í êîä, r - ðàäèóñ ñïèñî÷íîãî äåêîäåðà, D - äèâèçîð êîäà C ,
deg(D) = α ≥ 2g − 1. Ïóñòü

√
nα /∈ N. Òîãäà ñïèñî÷íûé äåêîäåð

Ñóäàíà-Ãóðóñâàìè äëÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîãî êîäà C ïðèìåíèì â

ÑÑØØ, åñëè:

c <
n

d
√

n(k + g − 1) e
(2)

Ïðè÷¼ì ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ âûïîëíÿåòñÿ è óñëîâèå (1) (C
ÿâëÿåòñÿ c − TA-êîäîì).

Çàãóìåííîâ Ä.Â. (ÞÔÓ) Èññëåäîâàíèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ êàê êîäîâ çàùèòû îò êîïèðîâàíèÿ04.12.2015 44 / 53



Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

Óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ äåêîäåðà. Ñëó÷àé 2.

Óòâåðæäåíèå 2.1

Ïóñòü
√
n(k + g − 1) ∈ N, òîãäà ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé ðàäèóñ

äåêîäåðà Ñóäàíà-Ãóðóñàìè ðàâåí r∗ = n −
√

n(k + g − 1)− 1.

Óòâåðæäåíèå 2.2

Ïóñòü n - äëèíà êîäà, k - ðàçìåðíîñòü êîäà, g - ðîä êðèâîé, íà

êîòîðîì îïðåäåë¼í êîä, r - ðàäèóñ ñïèñî÷íîãî äåêîäåðà, D - äèâèçîð

êîäà C , deg(D) = α ≥ 2g − 1. Ïóñòü
√
nα ∈ N. Òîãäà ñïèñî÷íûé

äåêîäåð Ñóäàíà-Ãóðóñâàìè äëÿ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîãî êîäà C

ïðèìåíèì â ÑÑØØ, åñëè:

c <
n√

n(k + g − 1) + 1
(3)

Ïðè÷¼ì ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ âûïîëíÿåòñÿ è óñëîâèå (1) (C
ÿâëÿåòñÿ c − TA-êîäîì).
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Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

Äâîéñòâåííîå óñëîâèå íà ðîä êðèâîé

Óòâåðæäåíèå 3.1

Ïóñòü C � àëãåáðîãåîìåòðè÷ñåêèé êîä, n � äëèíà êîäà, k �

ðàçìåðíîñòü êîäà, g � ðîä êðèâîé, íà êîòîðîì îïðåäåë¼í êîä, D �

äèâèçîð êîäà C , deg(D) = α ≥ 2g − 1.
Åñëè

g < 1− k +
n

c2
, (4)

òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1) (C ÿâëÿåòñÿ c − TA-êîäîì).
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Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

Äâîéñòâåííîå óñëîâèå íà ðîä êðèâîé. Ñëó÷àé 1

Óòâåðæäåíèå 3.2

Ïóñòü C � àëãåáðîãåîìåòðè÷ñåêèé êîä, n � äëèíà êîäà, k �

ðàçìåðíîñòü êîäà, g � ðîä êðèâîé, íà êîòîðîì îïðåäåë¼í êîä, D �

äèâèçîð êîäà C , deg(D) = α ≥ 2g − 1. Ïóñòü
√
nα /∈ N. Îáîçíà÷èì

ε = d
√
nα e −

√
nα.

Åñëè

g < 1− k +
n

c2
− 2ε

c
+
ε2

n
, (5)

òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2) (óñëîâèå ïðèìåíåíèå äåêîäåðà

Ñóäàíà-Ãóðóñâàìè).

Ïðè÷¼ì ïðè âûïîëíåíèè (5) âûïîëíÿåòñÿ è (4).
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Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

Äâîéñòâåííîå óñëîâèå íà ðîä êðèâîé. Ñëó÷àé 2

Óòâåðæäåíèå 3.3

Ïóñòü C � àëãåáðîãåîìåòðè÷ñåêèé êîä, n � äëèíà êîäà, k �

ðàçìåðíîñòü êîäà, g � ðîä êðèâîé, íà êîòîðîì îïðåäåë¼í êîä, r �
ðàäèóñ ñïèñî÷íîãî äåêîäåðà, D � äèâèçîð êîäà C ,
deg(D) = α ≥ 2g − 1. Ïóñòü

√
nα ∈ N. Åñëè

g < 1− k +
n

c2
− 2

c
+

1

n
, (6)

òî âûïîëíÿåòñÿ (3) (óñëîâèå ïðèìåíåíèå äåêîäåðà Ñóäàíà-Ãóðóñâàìè).

Ïðè÷¼ì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ (6), òî âûïîëíÿåòñÿ è (5), à çíà÷èò, è (1)

(C ÿâëÿåòñÿ c − TA-êîäîì).
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Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (Ω - êîíñòðóêöèÿ)

1 Ñõåìû ñïåöèàëüíîãî øèðîêîâåùàòåëüíîãî øèôðîâàíèÿ

2 Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå

3 c-TA êîäû

4 Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (L-êîíñòðóêöèÿ)

5 Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êîäîâ è äåêîäåðà

6 Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (Ω - êîíñòðóêöèÿ)
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Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (Ω - êîíñòðóêöèÿ)

Óñëîâèå c-TA

Ω - êîíñòðóêöèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ � äâîéñòâåííûå ïî îòî-

øåíèþ ê L-êîíñòðóêöèè êîäû. Áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé

êîä Ω-êîíñòðóêöèè CΩ, åãî äëèíó � nΩ, ðàçìåðíîñòü kΩ.

Óñëîâèå c-TA

Ïóñòü CΩ îïðåäåë¼í íà êðèâîé ðîäà g , D � äèâèçîð êîäà,

deg(D) ≥ 2g − 1, òîãäà CΩ ÿâëÿåòñÿ c-TA êîäîì, åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå:

c <

√
nΩ

kΩ + g − 1
.

Ïðîáëåìà èñïîëüçîâàíèÿ â îòñóòñòâèè ñïèñî÷íîãî äåêîäåðà.
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Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (Ω - êîíñòðóêöèÿ)

Êëàññè÷åñêèå êîäû Ãîïïà

Êëàññè÷åñêèå êîäû Ãîïïà (â òîì ÷èñëå áèíàðíûå êîäû Ãîïïà) � êëàññ

àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ Ω-êîíñòðóêöèè.
Áèíàðíûé êîä Ãîïïà g çàâèñèò îò òð¼õ ïàðàìåòðîâ: g = g(n,m, t).

Óñëîâèå c-TA

Áèíàðíûé êîä Ãîïïà g(n,m, t) ÿâëÿåòñÿ c-TA êîäîì, åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå:

c <

√
n

n − 2t − 1
.
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Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (Ω - êîíñòðóêöèÿ)

Ñïèñî÷íûé äåêîäåð Áåðíøòåéíà

Ñïèñî÷íûé äåêîäåð Áåðíøòåéíà � ñïèñî÷íûé äåêîäåð äëÿ áèíàðíûõ

êîäîâ Ãîïïû.

Äåêîäåð èñïðàâëÿåò bn −
√
n(n − 2t − 2)c îøèáîê.

Óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ äåêîäåðà

Ñïèñî÷íûé äåêîäåð Áåðíøòåéíà ïðèìåíèì â ÑÑØØ, åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå:

c <
n

d
√
n(n − 2t − 1)e

.
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Àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû (Ω - êîíñòðóêöèÿ)

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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